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定图 G 在 nK 中的补图 GK n − （其中 nGV ≤)( ），即 G 的相关图的生成树数目
的计数公式。到目前为止，图类 GKn − 的许多不同类型已经被研究，例如当 G
是 1 条边 2K 、m 条互不相邻的边 2mK 、路 mP 、圈 mC 、星 mK ,1 、完全图 mK 、准
临界值图或无向循环图等特殊图类时，并得到了对应的相关图 GKn − 的生成树数
目的计数公式。特别地，在文献[1] 、[2] 和[3]中作者得到了当 G 是多重星图（即
MS 图）[1,2]、多重完全／星图（即 MCS 图）[3]这两种特殊图类时的相关图 GK n −
的生成树数目的计数公式，相应得到的补图类 GK n − 分别称为多重星相关图（即
MSR 图）[1,2]和多重完全／星相关图（即 MCSR 图）[3]，但是这里定义的 MS 图
和 MCS 图都是基于完全图的。 
受到上述论文的启发，在本文中，我们研究了当 G 是基于圈或路的多重星


































The number of spanning trees of a graph G is an important quantity in graph 
theory, and appears in a number of applications. One of its most notable applications 
is in the field of network reliability: we often use graphs to model connection patterns 
in a network, intercommunication between all nodes of the network implies that the 
graph must contain a spanning tree. Thus, the number of spanning trees in a graph  
could reveal the complexity of the corresponding combinatorial configuration, and is 
one of the important indicators of the reliability to evaluate the network, maximizing 
the number of spanning trees is a way of maximizing reliability. Therefore, it is very 
meaningful to derive a closed formula of the number of spanning trees of a family of 
graphs. 
Indeed, enumerations of spanning trees of graphs have been extensively studied 
by scholars both at home and abroad. In this dissertation, we are only interested in 
deriving formula for the number of spanning trees of the nK -complement of G. 
Many different types of graphs GK n − have been examined up to now: for example, 
there exist some closed formulae for the cases where G is an edge 2K , m independent 
edges 2mK , a path mP , a cycle mC , a star mK ,1 , a complete graph mK , a undirected 
circulant graph, a quasi-threshold graph, and so on. Particularly in [1]、[2] and [3], the 
authors derived some closed formulae for the cases GK n −  where G is a multi-star 
(MS) [1,2] and multi-complete/star (MCS) [3] graph and when G is a multi-star (MS)  and 
multi-complete/star (MCS) graph they call GK n −  multi-star related (MSR)
[1,2] 
graphs and multi-complete/star related (MCSR) [3] graphs, respectively. Note that MS 
graphs and MCS graphs in their papers are constructed based on complete graphs. 
Inspired by the above papers, in this dissertation we consider MS graphs and 














technique, matrix computations of linear algebra and Complement-spanning-tree 
matrix theorem, we obtain some closed formulae for the number of spanning trees of 
GK n − , when G is some special multi-star graphs and multi-complete graphs based 
on cycles or paths. We also discuss the difficulty for the general case and pose some 
questions for further study.  
 Keywords: complement; multi-star and multi-complete graphs; spanning trees; 
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第 一 章  引言和结论 
本论文研究 G 为特殊图类时的补图类 GK n − 的生成树数目的计数问题，求











意义，以及同样对确定图 G 在 nK 中的补图（即：补图类 GKn − ，其中 nGV ≤)( ）
的生成树数目的计数公式也很有意义。 
1.2 已知结果 
设 ))(),(( GEGVG = 为有限无向简单图，其顶点集和边集分别用 V(G)和Ｅ(G)
来表示。每一对不同的顶点都有一条边相连的简单图，称为完全图 nK 。对于完
全图 nK 的任意子图 G，由 n 个顶点和属于 nK 且不属于 G 的边构成的有限无向简
单图，称为完全图 nK 的子图 G 的补，或称为 G 在 nK 中的补，记为 nK G− 。当
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补图类 GK n − 的许多不同类型已经被研究，当 G 是一些特殊图类的情况还
得到了公式，例如： G 是一条边[10,11]，m 条互不相邻的边（
2
nm ≤ ）[10,12]，一条
路[10,13,14]，一个圈[10,14,15]，一个星[9,14,16]，一个子完全图 mK （ nm ≤ ）
[10,12]，一个多
重星（MSR）[1,2]，一个多重完全／星（MCSR）[3]。以及最近的研究成果：当 G
是一个准临界值图（Quasi-threshold Graphs）[17] ，一个无向循环图[18,6,19]等等。 
为了论文的完整性和可读性，将当 G 是一条边、m 条互不相邻的边 ( )
2
nm ≤ 、





图 2−nK K 的生成树数目的公式为：
2
2
2( ) *(1 )τ −− = −nnK K n n
，




图 2−nK mK 的 生 成 树 数 目 的 公 式 为 ：
2
2
2( ) *(1 )τ −− = −n mnK mK n n
，其中 2K 为 2 阶完全图， 2mK 表示 m 条互不相邻的
边，且0
2
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⎧ ⎫⎪ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ − − − −⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = ⎨ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − − − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪−⎛ ⎞ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭−⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪⎩
  (1.1) 
 其中 mP 为长度 1−m 的路，n m≥ ，图 n mK P− 是指从完全图 nK 中删去任意
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4 , 4, 3,4
4
( ) (1.2)
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⎪⎪− = ⎨ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − + − − + − ⋅ ≠ ≠⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩
 其中 mC 为长度 m 的圈，n m≥ ，图 n mK C− 是指从完全图 nK 中删去任意一个
长度m 的圈 mC 所得到的图。 
定 理 1.5[10,14,16] 图 1,n mK K− 的 生 成 树 数 目 的 公 式 为 ：
2 1
1,( ) ( 1) ( 1)
n m m
n mK K n n n mτ
− − −− = ⋅ − ⋅ − − ，其中 1,mK 为 1m + 阶星图，图 1,n mK K− 是
指从完全图 nK 中删去任意一个 1m + 阶星图 1+mS 所得到的图。 
定 理 1.6[10,12] 图 n mK K− 的 生 成 树 数 目 的 公 式 为 ：
1 1( ) ( )n m mn mK K n n mτ
− − −− = ⋅ − ，其中 mK 为m 阶完全图，n m≥ ，图 n mK K− 是指从
完全图 nK 中删去任意一个m 阶完全图 mK 所得到的图。 
定 义 1.1[1,2] 由m个 1ia + 星图和连接m个星图的m个根形成的完全图 mK 构
成的图称为多重星图 ),,,( 21 mm aaaK Λ ，（a multi-star graph，即简记为 MS 图）。 
定 义 1.2[1,2] 称 ),,,( 21 mmn aaaKK Λ− 为多重星相关图（a multi-star related 
graph ， 即 简 记 为 MSR 图 ）， 其 中 1 2( , , , )m mK a a aL 为 多 重 星 图 ， 且
1 2 mn m a a a≥ + + + +L 。 
换句话说 1 2( , , , )m mK a a aL ，即为完全图 mK 的 m 个顶点 mvvv ,,, 21 Λ 分别加
maaa ,,, 21 Λ 个悬挂边构成的图。例如，图 1.1 为一个 4 重星图 )3,2,1,2(4K ，图 1.2
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定理 1.7[2]多重星相关图 ),,,( 21 mmn aaaKK Λ− 的生成树数目的公式为： 
1 22
1 2( ( , , , )) ( 1)τ





























maaamnk −−−−−= Λ21 。 
定 义 1.3[3] 称 ),,,;,,,( 2121 lmlm bbbaaaK −ΛΛ 为 多 重 完 全 / 星 图 （ a 
multi-complete/star graph，即简记为 MCS 图），如果由(1)(2)(3)部分组合构成的
图： 
(1)具有 l 个完全图，第 i 个完全图具有 1+ia 个顶点； 
(2)具有 lm − 个星图，第 j 个星图具有 1+jb 个顶点； 
(3)完全图 1+iaK ( 1,2, , )= Li l 上任取一个顶点和星图 1+jbS ( 1,2, , )= −Lj m l 的
根，构成的一个完全图 mK ； 
换句话说 ),,,;,,,( 2121 lmlm bbbaaaK −ΛΛ ，即为完全图 mK 的 l 个顶点
lvvv ,,, 21 Λ 分别联完全图 1 2, , ,L ma a aK K K 和为剩余的 lm − 个顶点 mll vvv ,,, 21 Λ++
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上面所用到了图的一种基本运算—— 1G 和 2G 的联图的定义，可参考文献
[10] 。 假 设 ))(),(( 111 GEGVG = 和 ))(),(( 222 GEGVG = 没 有 公 共 顶 点 ， 以
)()( 21 GVGV Υ 为顶点集，以 )()( 21 GEGE 、 和 )}(),(|{ 21 GEvGEuuv ∈∈ 的边集所
组成的图，称为 1G 和 2G 的联图，记为 21 GG ∨ 。 
特别地，一个顶点和完全图 mK 的联图为完全图 1+mK ，如图 1.3 所示。 
定义 1.4[3]  称 1 2 1 2( , , , ; , , , )n m l m lK K a a a b b b −− L L 为多重完全/星相关图（a 
multi-complete/star related graph ， 即 简 记 为 MCSR 图 ） ， 满 足 2≥m 和
1 2 1 2l l l mn m a a a b b b+ +≥ + + + + + +L L ，其中 ),,,;,,,( 2121 lmlm bbbaaaK −ΛΛ 为多
重完全/星图。 
例如，图 1.4 为一个 4 重完全/星图 4 (3;1,2,3)K ，图 1.5 为一个 4 重完全/星相
关图的补 15 4 (3;1,2,3)K K− 。 
定理 1.8[3] 多重完全/星相关图 1 2 1 2( , , , ; , , , )n m l m lK K a a a b b b −− L L 的生成树数
目的公式为： 










图 1.3 21 GG ∨  
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；      (1.5) 
lml bbbaaamnk −−−−−−−−−−= ΛΛ 2121 。 
定义 1.5[17]  准临界值图（a quasi-threshold graphs or QT-graphs）令 Q 是一
个具有 p 个顶点的准临界值图，并且令 kVVV ,,, 21 Λ  是它的分子树 )(QTc 的顶点
集， kVVV ,,, 21 Λ 分别包含 kppp ,,, 21 Λ 个顶点。令 id 表示顶点集 iV 中任意顶点的
度数。一个顶点 iV 中所有顶点 )(QVu ∈ 要求有相同的度数。 
例如图 1.6 中表示了一个具有 12 个顶点的准临界值图的分子树，顶点集 3V 和
10V 包含 2 个顶点，而其他所有的顶点包含一个顶点。在 3V 中的一个顶点的度数
是 4。      
                                                                                 
例如图 1.7 中表示了一个具有 10 个顶点的准临界值图，准临界值图的分子树
1V
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定理 1.9 [17]   设Q是一个具有 p个顶点的准临界值图，并且令 kVVV ,,, 21 Λ  是
它的分子树 ( )cT Q 的顶点集， 1 2, , , kV V VL 分别包含 kppp ,,, 21 Λ 个顶点。令 id 表示














−−+ −−=− ∏ ，                (1.6) 
其中 ip 是顶点集 iV 的中顶点的个数， id 是顶点集 iV 中任意顶点的度数，
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